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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια



	Βλ.	
	Βλέπε




	m	
	Meter (μέτρο)




	cm	
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	km	
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	Ε	
	Εμβαδόν





	β	
	βάση




	υ	
	ύψος








Σύνοψη

Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην περιγραφή των επίπεδων σχημάτων και στις ιδιότητές τους. Περιγράφονται τα επίπεδα σχήματα: τρίγωνο, παραλληλόγραμμο, τραπέζιο, πολύγωνο και κύκλος. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους υπολογισμού του εμβαδού των σχημάτων εμπλουτισμένη με παραδείγματα και εφαρμογές.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Γεωμετρίας.



5.1 Στοιχεία τριγώνου



Το τρίγωνο είναι ένα από τα πλέον βασικά γεωμετρικά σχήματα. Ορίζεται ως μια κλειστή τεθλασμένη γραμμή τριών σημείων. Το τρίγωνο έχει τρεις πλευρές, αυτές που ορίζονται ανά δύο από τα παραπάνω σημεία και τρεις γωνίες, τις κυρτές που ορίζονται ανά δύο από τις πλευρές του (Fishbein, E 1993).

Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ, τρεις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και τρεις γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] Τα ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, εκτός από τις πλευρές συμβολίζουν και τα μήκη των αντίστοιχων ευθυγράμμων τμημάτων.

Για τις γωνίες κάθε τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]    

Η γωνία του τριγώνου που περιέχεται μεταξύ δύο πλευρών ονομάζεται περιεχόμενη γωνία των πλευρών αυτών. Για παράδειγμα στο σχήμα της Εικόνας 5.1 περιεχόμενη γωνία των πλευρών ΒΓ και ΑΒ είναι η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]Οι γωνίες του τριγώνου που έχουν κορυφές τα άκρα μιας πλευράς λέγονται προσκείμενες γωνίες της πλευράς αυτή. Προσκείμενες γωνίες της πλευράς ΑΒ είναι οι γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.1 Το τρίγωνο ΑΒΓ.

 


Τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου είναι οι διάμεσοι, τα ύψη και οι διχοτόμοι.


	Διάμεσος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει μια κορυφή του τριγώνου με το μέσο της απέναντι πλευράς. Κάθε τρίγωνο έχει τρεις διαμέσους που τέμνονται σε ένα εσωτερικό σημείο του τριγώνου το οποίο λέγεται κέντρο βάρους ή βαρύκεντρο (βλ. Εικόνα 5.2).

	Ύψος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που φέρουμε από μια κορυφή και είναι κάθετο στην ευθεία της απέναντι πλευράς. Κάθε τρίγωνο έχει τρία ύψη που τέμνονται σε ένα σημείο το οποίο καλείται ορθόκεντρο (βλ. Εικόνα 5.3).

	Διχοτόμος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που φέρουμε από μια κορυφή, χωρίζει τη γωνία σε δύο ίσες γωνίες και καταλήγει στην απέναντι πλευρά (βλ. Εικόνα 5.4).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.2 Διάμεσος τριγώνου.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.3 Ύψος τριγώνου.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.4 Διχοτόμος τριγώνου.

 

5.1.1 Ισότητα τριγώνων

Δύο τρίγωνα ονομάζονται ίσα όταν έχουν τις πλευρές τους και τις γωνίες τους μία προς μία ίσες. Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες και αντίστροφα. 

Οι αντίστοιχα ίσες πλευρές δύο τριγώνων, οι οποίες και βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες, ονομάζονται αντίστοιχες ή ομόλογες πλευρές.

Για τον έλεγχο της ισότητας δύο τριγώνων μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα παρακάτω  κριτήρια: 


	Θεώρημα (1ο Κριτήριο – ΠΓΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.

	Θεώρημα (2ο Κριτήριο – ΓΠΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

	Θεώρημα (3ο Κριτήριο – ΠΠΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.







5.2 Είδη τριγώνων

Τα τρίγωνα μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε συγκεκριμένους τύπους ανάλογα με το μήκος των πλευρών τους και τις εωτερικές γωνίες τους (Hoffer, A. 1981). 

Με βάση τα μήκη των πλευρών: Κάθε τρίγωνο μπορεί να ταξινομηθεί σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες με βάση το μήκος των πλευρών του:



	Σκαληνό: όταν όλες οι πλευρές του τριγώνου είναι άνισες  ή ισοδύναμα όλες οι γωνίες του είναι άνισες. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.5 Σκαληνό τρίγωνο.

 


	Ισόπλευρο:όταν όλες οι πλευρές του τριγώνου έχουν το ίδιο μήκος. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο λέγεται και κανονικό πολύγωνο με όλες τις γωνίες του ίσες με 60° (βλ. Εικόνα 5.6).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.6 Ισόπλευρο τρίγωνο.

 


	Ισοσκελές: όταν τουλάχιστον δύο από τις πλευρές του τριγώνου είναι ίσες (βλ. Εικόνα 5.7).  Ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει και δύο γωνίες ίσες, είναι οι γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις δύο ίσες πλευρές. Αυτό αποτελεί και το θεώρημα του ισοσκελούς τριγώνου που διατυπώθηκε από τον Ευκλείδη. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.7 Ισοσκελές τρίγωνο.

 

Με βάση τις εσωτερικές γωνίες: Τα τρίγωνα μπορούν επίσης να ταξινομηθούν σύμφωνα με τις εσωτερικές γωνίες τους και διακρίνουμε τα παρακάτω είδη:


	Ορθογώνιο: το τρίγωνο το οποίο έχει μία από τις εσωτερικές γωνίες του ίση με 90° (ορθή γωνία). Η πλευρά απέναντι από την ορθή γωνία είναι η υποτείνουσα πλευρά και είναι η μεγαλύτερη πλευρά του ορθογώνιου τριγώνου. Οι άλλες δύο πλευρές λέγονται κάθετες πλευρές. 'Ένα μη ορθογώνιο τρίγωνο καλείται πλάγιο (βλ. Εικόνα 5.8).

	Αμβλυγώνιο: το τρίγωνο το οποίο έχει μια εσωτερική γωνία μεγαλύτερη από 90° (βλ. Εικόνα 5.8).

	Οξυγώνιο: το τρίγωνο που έχει όλες τις εσωτερικές γωνίες του μικρότερες από 90° (βλ. Εικόνα 5.8). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.8 Ορθογώνιο, Αμβλυγώνιο και Οξυγώνιο τρίγωνο.

 



5.2.1 Ιδιότητες των τριγώνων


Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (βλ. Εικόνα 5.9) ισχύει ότι:

 
	Η ευθεία της διαμέσου που αντιστοιχεί στη βάση είναι και άξονας συμμετρίας του ισοσκελούς τριγώνου. 

	Η διάμεσος, που αντιστοιχεί στη βάση είναι επίσης ύψος και διχοτόμος.

	Οι προσκείμενες γωνίες στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.9 Ισοσκελές τρίγωνο.

 

Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο  (βλ. Εικόνα 5.10) ισχύει ότι:


	Οι ευθείες των διαμέσων είναι και άξονες συμμετρίας του ισόπλευρου τριγώνου.

	Κάθε διάμεσος είναι ύψος και διχοτόμος.

	Όλες οι πλευρές και όλες οι γωνίες του ισόπλευρου τριγώνου είναι αντίστοιχα μεταξύ τους ίσες.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.10 Ισόπλευρο τρίγωνο.

 




5.3 Πυθαγόρειο Θεώρημα


Το Πυθαγόρειο Θεώρημα αφορά τη σχέση μεταξύ της υποτείνουσας και των καθέτων πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο επομένως σύμφωνα με το Πυθαγόρειο Θεώρημα ισχύει ότι: 



Το άθροισμα των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών είναι ίσο με το τετράγωνο της υποτείνουσας.





Το Πυθαγόρειο Θεώρημα μπορεί να γραφεί ως εξίσωση συσχετίζοντας τα μήκη των πλευρών α, β και γ, που ονομάζεται πυθαγόρεια εξίσωση: 
α2 +  β 2  = γ2 όπου α  και  β τα μήκη των δύο κάθετων πλευρών και γ  το μήκος της υποτείνουσας.


Η πυθαγόρεια εξίσωση συσχετίζει τις πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου με απλό τρόπο, έτσι ώστε αν είναι γνωστά τα μήκη δύο πλευρών να μπορεί να υπολογισθεί το μήκος της τρίτης. Συνέπεια του θεωρήματος είναι ότι σε οποιοδήποτε ορθογώνιο τρίγωνο, η υποτείνουσα είναι μεγαλύτερη από κάθε κάθετη πλευρά αλλά μικρότερη από το άθροισμα τους (Yaglom, M. 1962).


Παράδειγμα:


Δίνονται οκτώ ίσα ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές β, γ και υποτείνουσα α και τρία τετράγωνα με πλευρές α, β, γ αντίστοιχα.


	Να υπολογίσετε τα εμβαδά ε,  Ε1, Ε2 των τριγώνων και τετραγώνων των Εικόνων 5.16 και 5.17.

	Να τοποθετήσετε κατάλληλα τα τρίγωνα και τετράγωνα, ώστε να σχηματίσουν δύο νέα τετράγωνα, πλευράς (β + γ).




Λύση:



	Έχουμε ότι: ε  =  βγ/2  συνεπώς E = α² και  Ε1 = γ²  και  Ε2 = β².

	Αρκεί να τα τοποθετήσουμε τα τρίγωνα και τα τετράγωνα όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα. Παρατηρούμε ότι μπορούμε να γράψουμε το εμβαδόν των ίσων τετραγώνων πλευράς (β + γ) με δύο διαφορετικούς τρόπους:




	1ος τρόπος: Ε1 +  Ε2 + 4ε  από το τετράγωνο της Εικόνας 5.11 που αποτελείται από 4 τρίγωνα (που απεικονίζονται με το κίτρινο χρώμα) και τα δύο τετράγωνα πλευράς β, γ (που απεικονίζονται με το γαλάζιο χρώμα) αντίστοιχα.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.11 Τετράγωνο πλευράς (β+γ) – 1ος τρόπος.

 




	2ος τρόπος: Ε + 4ε από το τετράγωνο της Εικόνας 5.12 που αποτελείται πάλι από 4 τρίγωνα (που απεικονίζονται με το πράσινο χρώμα) και το τετράγωνο πλευράς α (που απεικονίζεται με το πορτοκαλί χρώμα).

Επομένως, θα ισχύει ότι Ε1  + Ε2  + 4ε = Ε + 4ε    ή    Ε1  + Ε2 =  Ε  ή  β²+ γ²= α².

Η σχέση αυτή, που συνδέει τις κάθετες πλευρές με την υποτείνουσα ενός τριγώνου, εκφράζει το Πυθαγόρειο θεώρημα.







[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.12 Τετράγωνο πλευράς (β+γ) – 2ος τρόπος.

 



5.3.1 Το αντίστροφο του Πυθαγορείου Θεωρήματος



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.13 Σχοινί με 13 κόμπους με ίσες αποστάσεις μεταξύ τους.

 

Στην Αρχαία Αίγυπτο για την κατασκευή ορθών γωνιών χρησιμοποιούσαν το σκοινί της Εικόνας 5.13. Όπως βλέπουμε, το σκοινί έχει 13 κόμπους σε ίσες αποστάσεις μεταξύ τους που σχηματίζουν 12 ίσα ευθύγραμμα τμήματα.

Κρατώντας τους ακραίους κόμπους ενωμένους και τεντώνοντας το σκοινί στους κόκκινους κόμπους, σχηματίζεται το τρίγωνο ΑΒΓ, το οποίο οι αρχαίοι Αιγύπτιοι πίστευαν ότι είναι ορθογώνιο με ορθή γωνία την κορυφή Β.

Μεταγενέστερα, οι αρχαίοι Έλληνες επαλήθευσαν τον ισχυρισμό αυτό αποδεικνύοντας την επόμενη γενική πρόταση, που είναι γνωστή ως το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος:




Αν σε ένα τρίγωνο, το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, τότε η γωνία που βρίσκεται απέναντι από τη μεγαλύτερη πλευρά είναι ορθή.






5.4 Ισότητα ορθογωνίων τριγώνων

Τα κριτήρια ισότητας τριγώνων μπορούμε να τα εφαρμόσουμε και στα ορθογώνια τρίγωνα. Στην Εικόνα 5.14 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα γιατί έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες γωνίες τους επίσης ίσες καθώς είναι ορθές (Fischbein. E. &  Nachlieli, T. 1998).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.14 Ίσα τρίγωνα με ίσες τις κάθετες πλευρές.

 

Στην Εικόνα 5.15 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες και όπως προκύπτει από το Πυθαγόρειο θεώρημα θα έχουν και τις τρίτες πλευρές τους αντίστοιχα ίσες. Άρα τα τρίγωνα θα είναι ίσα, αφού έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες μία προς μία.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.15 Ίσα τρίγωνα, έχουν την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευρά ίσα.

 


Οι δύο αυτές περιπτώσεις συνοψίζονται στο εξής κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων: 



Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.



Στην Εικόνα 5.16 τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.16 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.

 

Στις Εικόνες 5.17 και 5.18 τα ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία και επομένως θα έχουν και την τρίτη γωνία τους ίση αφού το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι  180o. Άρα είναι τα τρίγωνα ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.17 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.18 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία.

 



Οι τρεις αυτές περιπτώσεις συνοψίζονται στο παρακάτω κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων:




Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση, τότε είναι ίσα.




Από τα προηγούμενα κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων διαπιστώνουμε ότι:

Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:


	δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία ή

	μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση.





5.5 Στοιχεία παραλληλογράμμου


Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ που έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες, δηλαδή ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ. Κάθε πλευρά του παραλληλόγραμμου μπορεί να ονομαστεί βάση του παραλληλόγραμμου. Η απόσταση της βάσης από την απέναντι πλευρά λέγεται ύψος του παραλληλόγραμμου. Tο σημείο τομής των διαγώνιων λέγεται κέντρο του παραλληλογράμμου (Singer, I. & Thorpe, J. 1976).

Οι ιδιότητες του παραλληλόγραμμου είναι:


	Σε κάθε παραλληλόγραμμο οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και οι απέναντι γωνίες είναι ίσες.

	Σε κάθε παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοι διχοτομούνται.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.19 Παραλληλόγραμμο.

 

Στην Εικόνα 5.19 για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ ύψος είναι το ΕΖ, ενώ για τις βάσεις ΑΔ και ΒΓ ύψος είναι το ΗΘ.

Ειδικές Περιπτώσεις παραλληλογράμμων:


	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες του ορθές λέγεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ή απλά ορθογώνιο (βλ. Εικόνα 5.20). 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.20 Ορθογώνιο Παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.

 


	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται ρόμβος (βλ. Εικόνα 5.21).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.21 Ρόμβος ΑΒΓΔ.



	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες ορθές και όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται τετράγωνο (βλ. Εικόνα 5.22).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.22 Τετράγωνο ΑΒΓΔ.



Επιπρόσθετες ιδιότητες του ορθογωνίου παραλληλόγραμμου είναι (βλ. Εικόνα 5.23):


	Οι μεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιές του είναι ίσες και διχοτομούνται.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.23 Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.



Ο ρόμβος (βλ. Εικόνα 5.24) πέρα από τις γενικές ιδιότητες των παραλληλόγραμμων έχει επιπρόσθετα και τις εξής: 


	Οι ευθείες των διαγωνίων είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιες είναι κάθετες και διχοτομούνται.

	Οι διαγώνιες του είναι και διχοτόμοι των γωνιών του.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.24 Ρόμβος ΑΒΓΔ.



Εκτός των ιδιοτήτων του παραλληλογράμμου το τετράγωνο (βλ. Εικόνα 5.25) έχει ακόμα και τις εξής:


	Οι ευθείες των διαγωνίων του και οι μεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες μεταξύ τους και διχοτομούνται.

	Οι διαγώνιές του τετραγώνου είναι και διχοτόμοι των γωνιών του. 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.25 5.25 Τετράγωνο ΑΒΓΔ.




5.6 Στοιχεία τραπεζίου

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ της Εικόνας 5.26 του οποίου μόνο δύο πλευρές είναι παράλληλες λέγεται τραπέζιο. Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ, ΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) του τραπεζίου λέγονται βάσεις του τραπεζίου. Η απόσταση των βάσεων λέγεται ύψος του τραπεζίου Mironescu, P. & Panaitopol, L. 1994).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.26 Τραπέζιο ΑΒΓΔ- ύψος ΕΖ.



Η απόσταση των βάσεων ΑΒ και ΓΔ είναι το ύψος ΕΖ. 




Αν ένα τραπέζιο έχει τις μη παράλληλες πλευρές του ίσες λέγεται ισοσκελές τραπέζιο.



Στο ισοσκελές τραπέζιο της Eικόνας 5.27 είναι ΑΔ = ΒΓ.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.27 Τραπέζιο ΑΒΓΔ.




Οι ιδιότητες του ισοσκελούς τραπέζιου είναι:


	Η ευθεία που διέρχεται από τα μέσα των βάσεων είναι άξονας συμμετρίας και μεσοκάθετος στις βάσεις του.

	Οι προσκείμενες σε κάθε βάση γωνίες του τραπεζίου είναι ίσες.






5.7 Εμβαδόν επιφανειών

Εμβαδόν επιπέδου σχήματος ονομάζουμε την έκταση που καταλαμβάνει ένα επίπεδο σχήμα. Το εμβαδόν εκφράζεται από έναν θετικό αριθμό που μας δείχνει πόσες φορές η έκταση του σχήματος είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη από την έκταση ενός άλλου σχήματος, την οποία θεωρούμε ως μονάδα μέτρησης των επιφανειών. Η μονάδα μέτρησης των επιφανειών είναι το τετράγωνο με πλευρά 1m. Αυτό το τετράγωνο το ονομάζουμε τετραγωνικό μέτρο και το συμβολίζουμε με  1m2 (Veblen, O. & Young, J. 1910).



5.7.1 Εμβαδό τριγώνου

Το εμβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο με το μισό του γινομένου μιας πλευράς του με το αντίστοιχο σε αυτή ύψος. Ο τύπος για τον υπολογισμό του εμβαδού είναι (βλ. Εικόνα 5.28):
Ε = β.υ/2

Όπου β η μια πλευρά του τριγώνου και υ το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά β. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.28 Η βάση και το ύψος τριγώνου.




Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου (βλ. Εικόνα 5.29) είναι ίσο με το μισό του γινομένου των δυο καθέτων πλευρών του. Ο τύπος υπολογισμού του δίνεται από τη σχέση:

Ε = β.γ/2

Όπου β η μια κάθετη πλευρά του τριγώνου και γ η άλλη κάθετη πλευρά του τριγώνου.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.29 Οι κάθετες πλευρές ορθογωνίου τριγώνου.




Παράδειγμα:


Η μια πλευρά ενός τριγώνου είναι 7cm και το ύψος που αντιστοιχεί σε αυτή έχει μήκος 4cm. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του τριγώνου.


Λύση:


Για τον υπολογισμό του εμβαδού του τριγώνου χρησιμοποιούμε τον τύπο:  Ε = β.υ/2.

Η βάση στη συγκεκριμένη άσκηση είναι 7cm και το ύψος 4cm. Συνεπώς Ε = 7∙4/2 =  28/2 = 14 cm².


5.7.2 Εμβαδόν παραλληλογράμμου



	Εμβαδόν τετραγώνου: Το εμβαδόν του τετραγώνου (βλ. Εικόνα 5.30) προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό της πλευράς του με τον εαυτό της. Ο τύπος υπολογισμού του εμβαδού τετραγώνου είναι: Ε = α ∙ α = α2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.30 Η πλευρά τετραγώνου α.




	Εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλόγραμμου: Για τον υπολογισμό του εμβαδού του ορθογωνίου παραλληλογράμμου (βλ. Εικόνα 5.31) πολλαπλασιάζουμε το μήκος με το πλάτος του (ή αλλιώς τη βάση με το ύψος).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.31 Μήκος και πλάτος ορθογώνιου παραλληλόγραμμου.





	Εμβαδόν πλάγιου παραλληλογράμμου:Για να βρούμε το εμβαδόν ενός πλάγιου παραλληλογράμμου (βλ. Εικόνα 5.32), πολλαπλασιάζουμε τη βάση με το ύψος του. Για να βρούμε το ύψος, χρησιμοποιούμε το γνώμονα και φέρουμε μια κάθετη ευθεία από την κορυφή του σχήματος. 
Ε = βάση x ύψος







[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.32 Βάση και ύψος ορθογώνιου παραλληλόγραμμου.



 

	Εμβαδόν ρόμβου:Για να βρούμε το εμβαδόν ενός ρόμβου, πολλαπλασιάζουμε τις διαγώνιές του  και διαιρούμε με το 2. Αν ονομάσουμε τις διαγώνιους δ1 και δ2 (βλ. Εικόνα 5.33), τότε το εμβαδόν του ρόμβου είναι: 
Ε =  (δ1 ∙ δ2)/2






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.33 Οι διαγώνιοι του ρόμβου.




Παράδειγμα: :


Στο ρόμβο της προηγούμενης εικόνας  έστω ότι δ1 = 4cm  και  δ2 = 3cm. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του ρόμβου.


Λύση:


Εφαρμόζοντας τον τύπο που δόθηκε πιο πάνω για το εμβαδόν του ρόμβου έχουμε  Ε = (4 ∙ 3)/2  =   12/2 = 6 cm²



5.7.3 Εμβαδόν τραπεζίου


Το εμβαδόν ενός τραπεζίου είναι ίσο με το γινόμενο του ημι-αθροίσματος των βάσεων με το ύψος του. Ο τύπος για τον υπολογισμό του εμβαδού του τραπεζίου είναι:

Ε = (Β+β) ∙ υ)/2

Όπου Β ή μεγάλη βάση του τραπεζίου, β η μικρή βάση του τραπεζίου και υ το ύψος του τραπεζίου (βλ. Εικόνα 5.34).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.34 Η μεγάλη και η μικρή βάση τραπεζίου.





5.8 Στοιχεία κύκλου

Κύκλος λέγεται το σύνολο όλων των σημείων του επιπέδου που απέχουν την ίδια απόσταση από ένα σταθερό σημείο Ο (βλ. Εικόνα 5.35). Η απόσταση αυτή συμβολίζεται με ρ και λέγεται ακτίνα του κύκλου. Το σημείο Ο λέγεται κέντρο του κύκλου. Ένας κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. συμβολίζεται με συντομία (Ο,ρ). Δύο κύκλοι με ίσες ακτίνες είναι ίσοι (Πάμφιλος, Π. 2012).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.35 Κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ



Επιπλέον έννοιες που σχετίζονται με τον κύκλο  κύκλου είναι η χορδή, η διάμετρος, το τόξο και ο κυκλικός δίσκος τα οποία περιγράφουμε στη συνέχεια.


	Κάθε ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που συνδέει δύο σημεία Α και Β του κύκλου ονομάζεται χορδή του κύκλου (βλ. Έικόνα 5.36).

	Ειδικά μια χορδή που διέρχεται από το κέντρο του κύκλου καλείται διάμετρος του κύκλου. Η διάμετρος είναι η μεγαλύτερη χορδή του κύκλου, είναι διπλάσια από την ακτίνα του κύκλου και χωρίζει τον κύκλο σε δύο ίσα μέρη (ημικύκλια) (βλ. Εικόνα 5.37).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.36 Κύκλος με κέντρο Ο και χορδή ΑΒ.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.37 Κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΑΒ.




	Δύο σημεία Α και Β του κύκλου τον χωρίζουν σε δύο μέρη που το καθένα ονομάζεται τόξο του κύκλου με άκρα τα Α και Β (βλ. Εικόνα 5.38). Τα τόξα µετρούνται όπως και οι γωνίες µε µονάδα µέτρησης την 1 µοίρα (10 ).






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.38 Κύκλος με τόξο ΑΒ.




	Κυκλικός δίσκος (Ο, ρ) είναι ο κύκλος (Ο, ρ) μαζί με το μέρος του επιπέδου που περικλείει (βλ. Εικόνα 5.39). Όλα τα σημεία του κυκλικού δίσκου απέχουν από το κέντρο Ο απόσταση μικρότερη ή ίση με την ακτίνα ρ.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.39 Κυκλικοί δίσκοι οι 1,2,3,4.






5.9 Εγγεγραμμένες γωνίες


Μια γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] λέγεται εγγεγραμμένη σε κύκλο (Ο, ρ) όταν η κορυφή της Α ανήκει στον κύκλο και οι πλευρές Αx, Αy τέμνουν τον κύκλο (βλ. Εικόνα 5.40). Το τόξο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  που περιέχεται στην εγγεγραμμένη   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] λέγεται αντίστοιχο τόξο αυτής. Επιπρόσθετα λέμε ότι η εγγεγραμμένη γωνία    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]βαίνει στο τόξο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 

Εικόνα 5.40 Εγγεγρραμμένη σε κύκλο γωνία  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Για τις εγγεγραμμένες γωνίες σε κύκλο ισχύουν τα ακόλουθα θεωρήματα και πορίσματα:


	Θεώρημα: Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό του τόξου στο οποίο βαίνει.

	Θεώρημα: Η γωνία που σχηματίζεται από μια χορδή κύκλου και την εφαπτομένη σε ένα άκρο της χορδής ισούται με την εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει στο τόξο της χορδής αυτής.

	Πόρισμα: Επίκεντρη γωνία ονομάζεται η γωνία που έχει την κορυφή της στο κέντρο ενός κύκλου (βλ. Εικόνα 5.41). Μια επίκεντρη γωνία είναι ίση με το τόξο στο οποίο βαίνει, για παράδειγμα στην Εικόνα 5.40 ισχύει:  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

	Πόρισμα: Η εγγεγραμμένη γωνία είναι μισή της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο.

	Πόρισμα: Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή 90o).

	Πόρισμα: Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα ή στο ίδιο τόξο είναι μεταξύ τους ίσες.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.41 Επίκεντρη γωνία ΑΟΒ.






5.10 Κανονικά πολύγωνα

Πολύγωνο καλείται το κλειστό γεωμετρικό σχήμα που έχει πολλές (πάνω από τέσσερις) πλευρές και γωνίες. Τα πολύγωνα ονομάζονται ανάλογα με τον αριθμό των γωνιών και των πλευρών που έχουν. Κανονικό πολύγωνο ονομάζεται ένα πολύγωνο που έχει όλες τις πλευρές του μεταξύ τους ίσες και όλες τις γωνίες επίσης μεταξύ τους ίσες (βλ. Εικόνες 5.42). 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.42 Κανονικό πολύγωνο.



Ο κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές του κανονικού πολυγώνου λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος  του πολυγώνου ή λέμε ότι το πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. Κέντρο κανονικού πολυγώνου ονομάζεται το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου.Ένα πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο όταν οι κορυφές του είναι σημεία του κύκλου. Κεντρική γωνία ενός κανονικού πολυγώνου λέγεται κάθε επίκεντρη γωνία του περιγεγραμμένου κύκλου του κανονικού πολυγώνου, που βαίνει σε τόξο με χορδή ίση με την πλευρά του κανονικού πολύγωνου (Πουλάκης, Δ. 2006).


Η κεντρική γωνία ενός πολύγωνου συμβολίζεται με ω και ισούται με ω =  360ο/ν. Οι γωνίες του πολυγώνου που συμβολίζονται με φ στην Εικόνα 5.41 ισούται με φ = 180 - ω. Η κεντρική γωνία ω και η γωνία του πολυγώνου φ είναι παραπληρωματικές.


Η περίμετρος ενός πολυγώνου υπολογίζεται προσθέτοντας όλες τις πλευρές του. Για να υπολογίσουμε την περίμετρο ενός κανονικού πολυγώνου, πολλαπλασιάζουμε το μήκος μιας πλευράς επί τον αριθμό των πλευρών του.


Σε κανονικό εξάγωνο (ν=6) ΑΒΓΔΕΖ (βλ. Εικόνα 5.42) ισχύει:


	Το τρίγωνο [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] είναι ισόπλευρο. 

	Οι πλευρές του εξαγώνου είναι ίσες με τις ακτίνες του περιγεγραμμένου κύκλου.

	Ισχύει (ΑΒΓΔΕΖ) = 6(ΟΑΒ).



Παράδειγμα:


Δίνεται κανονικό οκτάγωνο, να βρεθούν:


	 η κεντρική γωνία

	 η γωνία του πολυγώνου



Λύση:


	 Πρόκειται για οκτάγωνο συνεπώς ν=8 και ω = 360ο/ν  =  360ο/8  =  45ο = >ω = 45ο.

	 φ = 180 - ω = > φ = 180 - 45 = >φ = 135ο. 





5.11 Μήκος τόξου και κύκλου



5.11.1 Μήκος κύκλου


Με τη βοήθεια της περιμέτρου κανονικών πολυγώνωω προσεγγίζουμε στη συνέχεια την έννοια του μήκους κύκλου. Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.43) και ας εγγράψουμε σε αυτό διαδοχικά ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό 6 - γωνο, ένα κανονικό 12- γωνο και γενικά ένα πολύγωνο με διπλάσιο κάθε φορά πλήθος πλευρών από το προηγούμενο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.43 Εγγεγραμένα ν-γωνα σε κύκλο.




Καθώς ο αριθμός των πλευρών των κανονικών πολυγώνων διπλασιάζεται, από το πολύγωνο φαίνεται ότι το κανονικό πολύγωνο τείνει να ταυτισθεί με τον κύκλο.

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και αν αντί εγγεγραμμένων θεωρήσουμε κανονικά πολύγωνα περιγεγραμμένα στον κύκλο (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.44) και διπλασιάζουμε διαρκώς το πλήθος των πλευρών τους. Αν θεωρήσουμε λοιπόν την ακολουθία (Pν) των περιμέτρων των κανονικών πολυγώνων των εγγεγραμμένων στον κύκλο (Ο,R) και την ακολουθία P΄ν των περιμέτρων των περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων γύρω από τον ίδιο κύκλο τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει μοναδικός θετικός αριθμός L μεγαλύτερος όλων των όρων της ακολουθίας Pν και μικρότερος όλων των όρων της P΄ν με την εξής ιδιότητα: καθώς το ν διπλασιάζεται, οι όροι των ακολουθιών (Pν) και P΄ν) προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον αριθμό L. O αριθμός L (που είναι το κοινό όριο των ακολουθιών και ανεξάρτητος από την επιλογή κανονικών πολυγώνων) λέγεται μήκος του κύκλου (Ο,R).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.44 Περιγεγραμμένα ν-γωνα σε κύκλο.




Ο Ιπποκράτης ο Χίος απέδειξε πρώτος ότι ο λόγος  L/2R = π του μήκους του κύκλου προς τη διάμετρο του είναι σταθερός, δηλαδή είναι ίδιος για κάθε κύκλο. Η σταθερή αυτή τιμή του λόγου  L/2R  συμβολίζεται διεθνώς με το Ελληνικό γράμμα π, οπότε προκύπτει ότι το μήκος L του κύκλου ακτίνας R δίνεται από τη σχέση: L=2πr.

Ο αριθμός π είναι ένας άρρητος αριθμός και μια προσέγγισή του, που στην πράξη χρησιμοποιείται, είναι: π ≅ 3,14.


5.11.2 Μήκος τόξου


Έστω ένα τόξο [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ενός κύκλου (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.45). Μια τεθλασμένη (τεθλασμένη γραμμή χαρακτηρίζεται το ευθύγραμμο σχήμα που αποτελείται από πεπερασμένου πλήθους διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα, τα οποία δεν αποτελούν ευθεία γραμμή) με άκρα τα σημεία Α, Β και τις άλλες κορυφές της σημεία του τόξου λέγεται εγγεγραμμένη στο τόξο    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] . Στην περίπτωση που οι πλευρές της είναι ίσες,  λέγεται κανονική τεθλασμένη.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.45 Τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  ενός κύκλου (Ο,R).



Μια τεθλασμένη με άκρα τα Α, Β και πλευρές εφαπρόμενες του τόξου   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  λέγεται περιγεγραμμένη στο τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  . Η έννοια της κανονικής περιγεγραμμένης ορίζεται, όπως στην περίπτωση της εγγεγραμμένης. Το μήκος του τόξου  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  κύκλου (Ο,R) ορίζεται όπως και το μήκος του κύκλου. Δηλάδή το μήκος του τόξου   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  είναι ο μοναδικός θετικός αριθμός l τον οποίο προσεγγίζουν ολοένα και περισσότερο τα μήκη Pv και P’ν των κανονικών τεθλασμένων γραμμών των εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων αντίστοιχα στο τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  καθώς το ν διπλασιάζεται. Επειδή ο κύκλος είναι τόξο 360ο με μήκος 2∙π∙r, το τόξο 1ο  θα έχει μήκος  2πR/360o , οπότε ένα τόξο μο θα έχει μήκος: l =  πRμ/180o

Επίσης, ένα τόξο κύκλου με μήκος R λέγεται ακτίνιο (rad). Άρα ένα τόξο κύκλου με μήκος α rad έχει μήκος α∙r, δηλαδή l = α∙r . 


Παράδειγμα:

Στον κύκλο (Ο,R) της Εικόνας 5.46 θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και τις χορδές ΑΓ και ΒΓ, ώστε ΑΓ = 2cm και ΒΓ = 2√3  cm. Na βρεθεί το μήκος του κύκλου και τα μήκη των τόξων ΑΓ και ΒΓ που είναι μικρότερα του ημικυκλίου.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.46 Κύκλος (Ο,R) με διάμετρο ΑΒ.





Λύση:

Επειδή η  ΑΒ είναι διάμετρος, η γωνία ΑΓΒ θα είναι ορθή, οπότε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ έχουμε ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΒΓ2  ή  2R2 = 22 + 2√32  ή  4R2 =16, δηλαδή R =2. Το μήκος L του κύκλου θα είναι L = 2πr = 4π cm. Επειδή ΑΓ = 2 =   360/νΑΒ/2 , θα είναι Β = 30o, οπότε ΑΓ = 60o και επομένως το μήκος του θα είναι:
 
l1 =  πRμ/180  =  π∙2∙60/180  =  2/3 π cm

 Τέλος, αφού  Α = 60o, θα είναι ΒΓ=120o και το μήκος του θα είναι: l2  =   π∙2∙120/180  =  4/3 π cm.





5.12 Εμβαδόν κύκλου

Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν ενός κυκλικού δίσκου, χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο σε όσο πιο μικρά μέρη μπορούμε. Κόβουμε τα μέρη αυτά και κατόπιν τα τοποθετούμε όπως φαίνεται στην Εικόνα 5.47.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.47 Μέρη του κυκλικού δίσκου.



Παρατηρούμε ότι σχηματίζεται ένα σχήμα που "μοιάζει" με ορθογώνιο. Αν συνεχίσουμε να χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο συνεχώς σε πιο μικρά ίσα μέρη, τότε το τελικό σχήμα θα προσεγγίζει όλο και περισσότερο ένα ορθογώνιο, του οποίου η "βάση" είναι ίση με το μισό του μήκους του κύκλου, δηλαδή με πρ, και το "ύψος" με την ακτίνα του κύκλου.

Επομένως, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου που σχηματίζεται, δηλαδή με ρ • πρ.

Οπότε το εμβαδόν κυκλικού δίσκου ακτίνας ρ, ισούται με: Ε = πp2.





Λυμένες ασκήσεις



	Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες είναι συμπληρωματικές.


Λύση:

Σχεδιάζουμε το ορθογώνιο ΑΒΓ της Εικόνας 5.48 με (βλ. Εικόνα 5.48). Επειδή είναι:[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]θα έχουμε: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.48 Ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ.



Γνωρίζουμε, ότι οι δύο γωνίες που έχουν άθροισμα 900 λέγονται συμπληρωματικές. Άρα σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες του είναι συμπληρωματικές.





	Στο τρίγωνο ΑΒΓ  (βλ. Εικόνα 5.49) η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]που σχηματίζεται από την ΑΓ και την προέκταση της ΒΓ προς το μέρος του Γ, ονομάζεται εξωτερική γωνία της[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]. Να εξετάσετε αν το άθροισμα δύο γωνιών ενός τριγώνου ισούται με την εξωτερική της τρίτης γωνίας. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.49 Ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερική γωνία φ.



Λύση:

Η εξωτερική γωνία  είναι παραπληρωματική της εσωτερικής γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]του τριγώνου, δηλαδή θα είναι: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Επειδή σε κάθε τρίγωνο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]άρα [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] δηλαδή [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
Συνεπώς, η εξωτερική γωνία ισούται με το άθροισμα των δύο άλλων γωνιών του τριγώνου.






	Να επαληθεύσετε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο του σχήματος της Εικόνας 5.50. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.50 Τρίγωνο ΕΔΖ.



Λύση:

Στο τρίγωνο ΔΕΖ οι κάθετες πλευρές έχουν μήκη 5 και 12, οπότε το άθροισμα των τετραγώνων των κάθετων πλευρών είναι: 5² + 12² = 25 + 144 = 169.

Επιπλέον, η υποτείνουσα έχει μήκος 13 και το τετράγωνό της ισούται με: 13² = 169. 

Επομένως, ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρημα, αφού 5² + 12² = 13².






	 Ένα ράφι ΑΒ (βλ. Εικόνα 5.51) είναι στερεωμένο σε ένα κατακόρυφο τοίχο με ένα μεταλλικό στήριγμα μήκους ΓΔ = 32,6 cm. Αν ΒΔ = 27,7 cm και BΓ = 17,2 cm, να εξετάσετε αν το ράφι είναι οριζόντιο.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.51 Ράφι ΑΒ στερεωμένο σε κατακόρυφο τοίχο.



Λύση:

Το ράφι θα είναι οριζόντιο, μόνο αν είναι κάθετο στον τοίχο, δηλαδή αν το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ορθογώνιο στο Β. 

Είναι:  ΒΔ² + ΒΓ² = 27,7² + 17,2² = 767,29 + 295,84 = 1063,13.

Επίσης:  ΓΔ² = 32,6²= 1062,76.

Επομένως:  ΒΔ² + ΒΓ² ≠ ΓΔ², οπότε το τρίγωνο ΒΓΔ δεν είναι ορθογώνιο.






	Κατά το σχεδιασμό μιας επιφάνειας μιας ντουλάπας προέκυψαν οι διαστάσεις της Εικόνας 5.52. Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας της του φύλλου Α, του φύλλου Β και της συνολικής επιφάνειας.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.52 Διαστάσεις επιφάνειας ντουλάπας.



Λύση:

Για τον υπολογισμό του εμβαδού του φύλλου Α λαμβάνοντας υπόψη ότι πρόκειται  για εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλόγραμμου πολλαπλασιάζουμε το μήκος με το πλάτος του (ή αλλιώς τη βάση με το ύψος). Δηλαδή,  Ε = μήκος x πλάτος.

Συνεπώς Ε = 387∙1756 = 679.572 cm2.

Ομοίως για το φύλλο Β: Ε = 515 ∙1756 = 679.572 cm2 = 904.340cm2.

Για τη συνολική επιφάνεια έχουμε: Ε = 910 ∙1756 =1.597.960 cm2.






	Σε ένα κανονικό πολύγωνο με γωνία 108o να βρείτε το πλήθος των πλευρών του.
Λύση:

φ = 108o. Όμως  φ =180 - ω => 108 =180 - ω => ω =180 - 108 => ω = 72o και ω =  360/ν    => 72 = 360/ν   => 72ν = 360.






	Στο τραπέζι της Εικόνας 5.53 να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας και το εμβαδόν της βάσης.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.53 Διαστάσεις επιφανειών τραπεζιού.




Λύση:

Τόσο η επιφάνεια του τραπεζιού όσο και η βάση του έχουν κυκλικό σχήμα. Σύμφωνα με τη θεωρία το εμβαδόν του κύκλου βρίσκεται από τον τύπο: Ε = πp2.

Η επιφάνεια του κύκλου έχει ακτίνα ίση με τη διάμετρο δια δύο. Άρα ισχύει Ε = 3,14∙ 552 = 3,14 ∙ 3025 = 9.498,5 cm2 .

Αντίστοιχα η βάση του τραπεζιού έχει ακτίνα 29 cm.  Οπότε το εμβαδόν της θα είναι Ε = 3,14 ∙ 292 = 3,14 ∙ 841 = 2640,74 cm2.






	Να σχεδιάσετε μία ορθή γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]   τέτοια ώστε ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm. Να φέρετε και να μετρήσετε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Να σχεδιάσετε τον κύκλο που έχει διάμετρο την ΑΒ. Τι παρατηρείτε για το σημείο Ο σε σχέση με τον κύκλο; 
Λύση:

Σχεδιάζουμε με τον γνωστό τρόπο ορθή γωνία[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]με ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm.(βλ. Εικόνα 5.54) Μετρώντας το τμήμα ΑΒ βλέπουμε ότι αυτό είναι ίσο με 5 cm.
 
Βρίσκουμε το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ και σχεδιάζουμε τον κύκλο (Μ , 2,5 cm). Παρατηρούμε ότι το Ο βρίσκεται πάνω στον κύκλο. 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.54 Εγγεγραμμένη γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]με ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm.(βλ. Εικόνα 5.54) Μετρώντας το τμήμα ΑΒ βλέπουμε ότι αυτό είναι ίσο με 5 cm.
 σε κύκλο.







	Αν το μήκος ενός κύκλου είναι 6,28 cm να βρείτε το εμβαδόν του.
Λύση:

Το μήκος του κύκλου δίνεται από τον τύπο L = 2πρ, δηλαδή 6,28 = 2 • 3,14 ρ, οπότε ρ=1 (cm). Τότε, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου είναι:

Ε = πρ² = 3,14 • 1² = 3,14 cm².






	Στο τραπέζι της Eικόνας 5.55 να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας ΑΒΓΔ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.55 Διαστάσεις τραπεζιού.



Λύση:

Η επιφάνεια ΑΒΓΔ έχει σήμα τραπεζίου με β = 60cm, Β = 80cm και υ = 40cm. To εμβαδόν του τραπεζίου δίνεται από τον τύπο: Ε =  (Β+β) ∙ υ/2. Άρα  Ε =  (80 + 60) ∙ 40/2 =  5600/2  = 2800cm. 



Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης


	Για τις ακόλουθες προτάσεις  του Πίνακα 5.1 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:






	α)
	Κάθε ορθογώνιο τρίγωνο έχει μια ορθή γωνία.	
	Σωστό
	Λάθος

	


	β)
	Το αμβλυγώνιο τρίγωνο έχει δύο αμβλείες γωνίες.
	Σωστό
	Λάθος




	γ)
	Το ισόπλευρο τρίγωνο έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
	Σωστό
	Λάθος

	


	δ)
	Το ισοσκελές τρίγωνο μπορεί να είναι και αμβλυγώνιο.
	Σωστό
	Λάθος

	


	ε)
	Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και ισόπλευρο.
	Σωστό
	Λάθος





	στ)
	Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και ισοσκελές.
	Σωστό
	Λάθος

	


	ζ)
	Το ισόπλευρο τρίγωνο είναι πάντα οξυγώνιο.
	Σωστό
	Λάθος

	


	η)
	Ένα σκαληνό τρίγωνο δεν μπορεί να είναι ορθογώνιο.
	Σωστό
	Λάθος




















































 Πίνακας 5.1. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 
		
 		

	Στις παρακάτω ερωτήσεις 1 - 4 τα τρίγωνα ΑΒΓ είναι ορθογώνια στο A. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση στον Πίνακα 5.2.



	



	
	
	
	Α
	Β
	Γ
	Δ




	1
	[image: 1a]
	x =
	7cm
	9cm
	10cm
	12cm




	2
	[image: 1b]
	x =
	2cm
	3cm
	4cm
	6,5cm




	3
	[image: 1c]
	x =
	14cm
	20cm
	28cm
	30cm




	4
	[image: 1d]
	β =
και
γ = 

	β=15
και
γ=8

	β=13
και
γ=10

	β=12
και
γ=13

	β=8
και
γ=9






























 Πίνακας 5.2. Πίνακας επιλογής σωστής απάντησης.
 



	Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 5.3 ως σωστές ή λανθασμένες.




	Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό του τόξου στο οποίο βαίνει.
	Σωστό
	Λάθος







	Αν δύο εγγεγραμμένες γωνίες είναι ίσες, τότε και τα αντίστοιχά τους τόξα είναι ίσα. 
	Σωστό
	Λάθος





	Οι εγγεγραμμένες γωνίες σε δύο άνισους κύκλους είναι άνισες. 
	Σωστό
	Λάθος






	Κάθε επίκεντρη γωνία είναι διπλάσια της αντίστοιχης εγγεγραμμένης.
	Σωστό
	Λάθος




	Δύο εγγεγραμμένες γωνίες στον ίδιο κύκλο έχουν ίσα αντίστοιχα τόξα.
	Σωστό
	Λάθος




	Υπάρχουν άπειρες εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο. 
	Σωστό
	Λάθος








































 Πίνακας 5.3. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 






	Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα ενός κύκλου (Ο, ρ), τότε το μήκος του κύκλου:



	διπλασιάζεται[image: Te]

	τριπλασιάζεται[image: Te]

	τετραπλασιάζεται[image: Te]

	παραμένει το ίδιο.[image: Te]


Επιλέξτε τη σωστή απάντηση.














	Ένα κυρτό πολύγωνο είναι κανονικό όταν:





	έχει μόνο ίσες πλευρές[image: Te]

	έχει μόνο τις γωνίες του ίσες[image: Te]

	είναι εγγράψιμο σε κύκλο και έχει τις πλευρές του ίσες.[image: Te]

	Έχει όλες τις πλευρές του ίσες και όλες τις γωνίες του ίσες.[image: Te]



Επιλέξτε τη σωστή απάντηση.











Προβλήματα

	

	Να συμπληρωθεί ο  Πίνακας 5.3 με τον εμβαδόν του κύκλου.






	Ακτίνα ρ κύκλου
	5cm
	2,5cm




	Εμβαδόν κύκλου Ε
	
	






 Πίνακας 5.3. Πίνακας συμπλήρωσης εμβαδού.
 


	Να αντιστοιχίσετε τα μέτρα των τόξων της πρώτης γραμμής του Πίνακα 5.4 από μοίρες σε ακτίνια (rad) της δεύτερης γραμμής.







	Μοίρες	
	90o
	60o
	180o
	270o
	45o
	360o




	Ακτίνια
	
	
	
	
	
	





 Πίνακας 5.4. Πίνακας συμπλήρωσης κενών.
 


	Σε ένα τρίγωνο ΑΒ, με πλευρά ΒΓ=4,4cm να σχεδιαστεί η διάμεσος ΑΜ καθώς και οι διάμεσοι ΑΚ και ΑΛ των τριγώνων ΑΒΜ και ΑΓΜ. Στη συνέχεια να βρεθεί το μήκος των ΚΜ και ΛΓ.

	Να σχεδιαστεί ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τις διαμέσους ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Να δικαιολογηθεί γιατί οι διάμεσοι του ισόπλευρου είναι διχοτόμοι και ύψη του.

	Να σχεδιαστεί ένα τρίγωνο ΑΒΓ και 




	να βρεθεί το μέσο Δ της πλευράς ΑΒ, το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ και το μέσο Ζ της πλευράς ΓΑ, 

	να σχεδιαστεί η διάμεσος ΑΕ του τριγώνου ΑΒΓ που τέμνει τη ΖΔ στο σημείο Μ. Να συγκρίνετε με το διαβήτη τα τμήματα ΔΜ και ΜΖ. Τι παρατηρείς;




	Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο με πλευρά α=2m. Να υπολογιστεί το ύψος του.

	Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 4 cm. Τότε (α) να βρεθούν τα σημεία του επιπέδου που απέχουν: 3 cm από το Α και 2 cm από το Β και (β) να βρεθούν ποια σημεία απέχουν ταυτόχρονα 3 cm από το Α και 2 cm από το Β.

	Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 3,2 cm. Να σχεδιαστούν οι κύκλοι (Α,ΑΒ) και (Β,ΑΒ) και να ονομάσετε Μ και Ν τα σημεία στα οποία τέμνονται οι κύκλοι αυτοί Να βρεθούν οι αποστάσεις του Μ από τα άκρα Α και Β καθώς και τις αποστάσεις του Ν από τα Α και Β. Στη συνέχεια να συγκρίνετε τις αποστάσεις αυτές.

	Σε ένα κύκλο με κέντρο Κ και διάμετρο ΑΒ=13cm φέρνουμε δύο χορδές του, την ΒΓ=12cm και την ΑΓ. Αν από το Κ φέρουμε την ΚΠ κάθετη στη ΒΓ και την ΚΡ κάθετη στην ΑΓ να βρεθεί το εμβαδόν του τετράπλευρου ΚΠΓΡ που σχηματίζεται.

	Να υπολογιστεί στην παρακάτω σύνθεση ντουλαπιών το εμβαδόν του κάθε φύλλου Α, Β, Γ, Δ και το συνολικό εμβαδόν της συνολικής σύνθεσης. Οι διαστάσεις της Εικόνας 5.56 είναι σε cm.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.56 Σύνθεση ντουλαπιών.



	Να υπολογιστεί η ταχύτητα και η κεντρομόλος επιτάχυνση που οφείλεται στην περιστροφή της Γης για ένα αντικείμενο που βρίσκεται στον Ισημερινό της Γης. Δίνεται ότι η ακτίνα του Ισημερινού είναι 6.380km. Η περίοδος περιστροφής της Γης είναι T = 24h.

	Ένα όχημα έχει λάστιχα διαμέτρου 0,8m. Να βρεθεί η ταχύτητα και η κεντρομόλος επιτάχυνση ενός σημείου στο πέλμα του ελαστικού όταν το αυτοκίνητο κινείται με ταχύτητα 35m/s.

	Η οικογένεια της Μαρίας μετακόμισε στο νέο τους σπίτι. Το δωμάτιο της Μαρίας έχει κάτοψη όπως είναι στην Εικόνα 5.57 που ακολουθεί. Να βρεθεί το εμβαδόν της ελεύθερης επιφάνειας που έχει το δωμάτιο της Μαρίας.
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Εικόνα 5.57 Κάτοψη δωματίου.
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